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Considérons un nombre fini d'hyperplans de R", Hy ... Hx. Soit

X =R"\ U,Sk H; le complémentaire des hyperplans. Une isométrie
partielle de R" est une application T:

o définie sur X,

@ la restriction de T a un ensemble connexe est une isométrie de R”,

@ I'application est bijective (pas nécessaire).
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Figure: Partition du plan
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L'orbite d'un point m est définie pour presque tout point m € X.

Theorem (Buzzi)

L’entropie topologique est nulle.

log p(n)

KT) = i =21

Donc on peut regarder la dynamique symbolique !
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Le codage de I'application consiste a associer une lettre a chaque
isométrie définissant T. On définit alors ¢:

p:X—{1...\N

¢(m) = (un)nen

u, est le nom de |'isométrie définie sur un voisinage de T"m. Le nombre
de composantes connexes de X est noté /.

Définissons ~ = ¢(X), pour la topologie produit.
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L'ensemble ¥ est I'ensemble de tous les mots infinis codage de trajectoire.
Un mot de longueur n inclus dans une suite de X est un mot du langage
de I'application.

La cellule d'un mot v est

oo={me X, Tme P, Vie[0...|v|]—-1]}

On peut aussi définir la cellule d'un mot infini.
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Mots et dessins

T X —» X
S ¥ - X
Mot v Cellule
Mot fini Polygone
Mot périodique Polygone, disque
Mot non périodique Fractale
Substitution Ensemble auto-similaire
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Definition

Si T est une application de X dans lui méme et A une partie de X,
I'application induite de T sur A est définie par Ta(z) = T"(?)(z) avec
ra(z) = min{n > 0, T"(z) € A} pour tout z € A ou ra(z) est fini.
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T: X=X

Codage par des ensembles U;,i =1...1.

Application de premier retour de T sur Ui: Ty,.

Considérons la partition de U; telle que le temps de retour ny soit
constant sur chaque partie.

Le langage associé est noté Ly, .
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Plusieurs mots de retour. v;,i =1...k
Chacun est un mot de longueur ny qui code l'orbite T/x,j =0...n, — 1.
Définissons la substitution o par

OdUl(l) =V

OdUl(k) = Vk
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Lemma

@ En général on a
aUl(LUl) C Ly.
@ Si les applications sont définies pour tout ensemble U;, on a
I
U aU,-(LU,-) = Lu.
i=1

@ Supposons qu'il existe un homéomorphisme h entre X et U; tel que
pour tout x € X on ait h™1 o Ty, o h(x) = T(x). Alors on a

Ly, = Ly.

De plus Ly est stable par ay,.
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Exemple facile

Exemple d'isométrie par morceaux composée d'une translation et d'une
rotation d'angle /4.

Pour un des domaines infinis on a k = 2.
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Si on itére I'application on obtient:
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Proposition

On induit sur le secteur infini. On obtient une application similaire a
I'originale via

0— 01

1—1

Proposition

Toute les cellules sont des carrés, tous les points ont une orbite périodique.
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Autres exemples:

échange d'intervalles,
rotation par morceaux d'angle 7 /5,

°
@ rotation par morceaux d’'angle 7/7,
°
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Problemes ouverts

Y = langage de (X, T).
o Complexité.
@ Propriétés combinatoires.

@ Propriétés dynamiques.
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Definition

Un échange d'intervalles est une application de [0, 1] dans lui méme
bijective qui est localement une translation. Chaque translation est définie
sur un intervalle.

17 / 105

Nicolas Bédaride (Université Aix Marseille) Isométries par morceaux



Formellement on le repere par | longueurs A1, ..., A, et par une
permutation 7w de I'ensemble {1...r}.

A= N D N) i=1.

J<i J<i
D=6+ Y N=D N, e
mlj<r—1i Jj<i
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Un codage naturel d'un échange d'intervalles est un mot x(§) pour
£e€0,1) ou x(&); =jsi T'¢ € A

Pour un point de I'exemple précédent le codage de I'orbite commence par:

BDBDC ...
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Definition (Keane)

Un échange d’intervalles est IDOC s'il n'existe pas de trajectoire reliant

deux discontinuités: Les orbites négatives des points Z A 1<i<—1
J<i

sont infinies et distinctes.

| A

Proposition

Un échange d'intervalles est IDOC si \ est totalement irrationnel: Il n'y a
pas de relation linéaire rationnelle entre les \;,i =1.../.

A,
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Theorem (Keane)

Pour toute permutation irréductible et presque tout X, alors T) . est
minimal.

A,

Theorem (Masur-Veech)

Pour une permutation irréductible 7w, T r est uniquement ergodique pour
presque tout A € \,.
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Proposition

Soit v un mot du langage d'un échange d'intervalle. Alors o, est un
intervalle.

Si I'échange d'intervalle est minimal, tous les mots infinis définissent le
méme langage.
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Theorem (Pytheas Fogg)

Un échange de | intervalles vérifie
p(n) < (/—1)n+1.

S'il est IDOC alors

p(n)=(/—1)n+1.

Nicolas Bédaride (Université Aix Marseille) Isométries par morceaux 23 / 105



Theorem (Lipatov-Mignosi. Ambroz-Frid-Pelantova)

Le langage de toutes les rotations est de complexité

3
n
p(n) ~ )

Le langage de tous les échanges de trois intervalles est de complexité:

p(n) = n
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Theorem (Delecroix)

Complexité globale des échanges de | intervalles:
p(n) = O(n**P)

ou D est lié a I'entropie métrique et a un exposant de Lyapunof d’une
mesure ergodique.

On conjecture que p(n) = O(n**/).
Lien avec systemes s-adiques.

Nicolas Bédaride (Université Aix Marseille) Isométries par morceaux 25 / 105



Proposition

L’induit d'un échange de / intervalles sur un sous intervalle est un échange
d'au plus / + 2 intervalles.
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Bonne induction

Exemple d'induction pour une rotation:
L'induit est une rotation.
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Mauvaise induction

Exemple d'induction pour une rotation:
L'induit est une échange de trois intervalles.

A B 12 3
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Exemple d'induction pour un échange de trois intervalles:

A B C

C B A ¢ A B

Ce n’est plus la mé&me combinatoire.
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Theorem (Keane)

Il existe un échange de quatre intervalles minimal et non uniquement
ergodique.

Preuve basée sur I'induction.
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Definition
On se donne un langage factoriel L. Pour tout entier n, on dénote par L,
I'ensemble des mots de longueur n dans £. On peut associer a chaque
entier n un graphe, dont les sommets sont les mots de L, et il existe une
aréte entre les sommets u et v’ s'il existe deux lettres a et a’ dans
I'alphabet tel que au = u’a’ € L,11. Ce graphe est le n-ieme graphe de
Rauzy du langage L.
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Voici des graphes de Rauzy du codage d'une rotation.

~_ .
U

Dans le premier cas il y a un mot spécial a gauche et un mot spécial a
droite. Dans le deuxieéme cas, ils sont égaux.
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Substitution et échange d'intervalles

Theorem (Jullian 2011)

Pour un automorphisme positif primitif il existe un algorithme fini
déterminant s’ il existe un échange d'intervalles auto induit ayant cet
automorphisme comme dynamique.
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a — bdacda

21 11
b — bdbda 1 2 00
¢ — ccda 1021
d — cda 2211

Valeur propre dominante A de la matrice.

_(a b c d _(a b c d
=012 3)™m7 1320
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Problemes ouverts

Description langage échange d'intervalles: Ferenczi-Zamboni.
Groupe des échange d'intervalles.
Morphismes préservant mots iet: cas 2,3 intervalles.

Complexité globale.

Translations d'intervalles
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Si r =2 on dit que T est une rotation. L'application est alors donnée par

T [0,1) — [0,1)
x = {x+a}

Le premier intervalle est [0,1 — «).
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Les mots obtenus comme codages de rotation sont des mots sturmiens si
A ¢ Q.
pe(n) =n+1

Soit u est un mot infini, s'il existe n tel que p(n) = p(n+ 1), alors u est
ultimement périodique

Un mot sturmien est un mot non périodique de complexité minimale.
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Theorem

v est un mot sturmien si et seulement si il existe m € [0, 1] et un vecteur u
tel que la demi droite u + Ru soit codée par v. La pente de u est alors
irrationnelle.

Lemma

| A\

Un mot est sturmien si et seulement si il est équilibré:
Pour tous sous mots finis v, w de méme longueur, le nombre de 0 dans
chaque mot differe au plus de 1.

N,
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Fixons une direction pour le flot du billard:
@ Billard dans le carré: Premier retour sur diagonale: échange de deux
intervalles: mot sturmien.
@ Billard dans le cube : Retour sur hexagone: translation sur le tore:
échange de trois morceaux dans hexagone.

@ Billard dans I'hypercube, méme chose.
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Proposition

Dans un mot sturmien :
@ il n'existe pas de mot bispécial fort.
o Il n'existe pas de mot bispécial faible.

@ |l peut exister des mots bispéciaux neutres.

Dans un mot de billard cubique minimal, on a:

@ il existe deux mots bispécial forts d'indice 1. Chacun a deux
prolongements a droite et gauche.

@ |l n'existe pas de mot bispécial faible.

@ |l peut exister des mots bispéciaux neutres.
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Figure: Un mot bispécial d'indice 0 pour un mot sturmien.
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Figure: Echange de morceaux dans le tore T?.

Figure: Mot bispécial d'indice 2.
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Les graphes de Rauzy du langage du codage d’une rotation minimale sur le
tore TX ont une caractéristique d'Euler au moins égale 3 k.
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Quelques exemples de graphe de Rauzy pour le mot de Fibonacci: Il
correspond a une rotation.

Le nombre d'arétes de R, est égal au nombre de sommets de R,1.
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Representation S-adique

On consideére les deux substitutions

ara ar ab
Op
b — ba b— b

Oa

Proposition

L'ensemble des suite sturmiennes est généré par ces deux morphismes.
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Soit u un mot sturmien de type a, alors il existe v mot sturmien tel que

u=So,(v),ou u=oc,(v).

S'il est de I'autre type on utilise op.

Voir I'interprétation géométrique.
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Echanges d'intervalles

Complexité linéaire Billard polygone

codage rotation Billard cube

complexité billard carrg

Sous shifts

bstitution

des droite disctete  , . . |
Arnoux Rauzy aéeometrle discrete

equilibre

Fractal de Rauzy
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Billard dans un polytope

Billard polygonal

T:0PxR" = 0P xR"
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Le billard est défini pour presque tout point (m,w).

On code cette application par les faces du polyedre.

Soit G le groupe généré par les matrices des réflections orthogonales par
rapport aux faces. L'orbite de (m,w) est incluse dans P * Gw.

Ce n'est pas une isométrie par morceaux, mais c’est relié a une isométrie.
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@ Un polygone est rationnel si ses angles sont des multiples rationnels
de .

@ Une diagonale généralisée est une trajectoire de billard reliant deux
sommets du polygone.

Proposition

Un polygone est rationnel si et seulement si G est fini.
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Dépliage

L'orbite de billard de (m,w) peut se voir comme I'intersection de la demi

droite m + Rw avec une suite de polytopes images du polytope initial par
réflexions.
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@ Dans un polygone rationnel, il y a toujours une orbite de billard
périodique.

o Dans un triangle aigu, il y a toujours une orbite de billard périodique.

Pour les triangles obtus, résultat partiel de Schwartz.
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Une orbite périodique codée par v est stable s'il existe un voisinage du
polytope P dans lequel le mot v est périodique pour le billard dans un
polytope inclus dans ce voisinage.

Theorem (Galperin-Stepin-Vorobets)

Pour les polygones, un mot de période impaire est toujours stable. Un mot
de période paire est stable si et seulement si

> (-1)vi=0

i
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Theorem (B-Rao)

o Orbite périodique dans le simplexe régulier de R"
o Critére de stabilité dans R3
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Il'y a deux systemes dynamiques pour un polytope rationnel.
o Le billard
@ Le billard dans une direction fixée.

On étudie le deuxieme dans un polytope rationnel en étudiant des
isométries par morceaux.
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Proposition

Dans un polytope rationnel, pour toute direction w I'application de premier
retour sur une partie orthogonale 3 w' est une isométrie par morceaux.

Voir le carré, ou I'hexagone régulier.
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Pour le carré on a équivalence entre

@ Direction minimale
@ Suite sturmienne

@ Direction non périodique
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Theorem (Hubert, Smilie-Ulcigrai)

Description du langage du billard dans une direction pour:
o Carré
o Triangle équilatéral, hexagone régulier.

@ Polygone régulier général.
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On étudie le flot géodésique dans un polygone régulier avec les cotés

identifiés:

Definition

On code le flot avec une lettre par paire de cotés. Soit u une telle suite,
on appelle s(u) la suite obtenue en ne gardant que les lettres entourées
d'une méme lettre.

Le théoreme précédent caractérise les suites via cette opération s.
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Theorem (Katok)
Tout billard polygonal est d’entropie nulle.

Theorem (Cassaigne-Hubert-Troubetzkoy)

Dans tout billard polygonal rationnel, la complexité vérifie

3§M<b
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Theorem (Cassaigne-Hubert-Troubetzkoy)

Dans tout billard polygonal on a

p(n) = > N()

i<n j<i

N(i) est le nombre de diagonales généralisées coupant i arétes entre les
deux sommets.
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Theorem (Scheglov)

Pour presque tout triangle, pour tout ¢ il existe C tel que

N(n) < Ce™
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Theorem (B.)

@ Entropie nulle en dimension trois pour un polyédre convexe.
@ Trajectoire périodique dans un simplexe régulier.

o Complexité billard dans I'hypercube: p(n) =~ n39—3
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Problemes ouverts

o Langage billard dans le cube.
@ Orbites périodiques dans un polyedre.
@ Complexité dans un polygone quelconque.

@ Vent dans les arbres.
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Billard dual

Definition

Le billard dual est défini a I'extérieur d'un polygone convexe par des
symétries centrales par rapport aux sommets du polygone. L'extérieur est
divisé en secteurs angulaires. Chaque secteur a comme sommet un
sommet du polygone et les cotés du secteur sont des prolongements des

cotés du polygone.

67 / 105
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Trois types de polygones sont importants

Definition

@ Polygone rationnel: les sommets sont sur un réseau.
@ Polygone quasi-rationnel.

o Kite: Quadrilatére a diagonales perpendiculaires dont I'une est un axe
de symétrie.
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Theorem (Gutkin-Simany, Li, Schwartz)

Si le polygone est quasi-rationnel, alors toute orbite est bornée.
Si le polygone est rationnel, alors toute orbite est périodique.
Pour le trapéze, toute orbite est bornée.

Pour chaque kite irrationnel il existe des orbites non bornées.
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Theorem (Culter)

Pour tout polygone, le billard dual a une orbite périodique.
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Theorem (B-Cassaigne)

Description du langage du billard dual pour un polygone régulier dont le
nombre de cotés vaut:
3,4,5,6,8,10
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Le carré du billard dual est une translation par morceaux.

2DB 2AC
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Une trajectoire périodique est une ligne polygonale fermée.
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Une trajectoire bornée non périodique donne ca:

AT RS N.ow .

Discontinuites de T"~351 pour a=1/2 et b=1/2*sqrt(2) ]

\ ,\\\.‘ N —
\\Q‘\? \

Figure: Orbite d'un point
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Problemes ouverts

Généralisation en dimension quatre
Plan hyperbolique

Domaine lisses

Echange de polytopes: voir PET.
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Isométries classiques

On pose ¢ = e2/7/5

, €t on considére les deux triangles
PO = (07€+C2+C37_1)

Pl = (05 _1743)‘

Soit T I'application définie par

T(X) - Ro(X),X c Po
n Rl(X),X € P1

Ro(z) = Cz+ (C+ P+ 3).Ri(z) =Gz + .
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Orbite de certaines discontinuités

Isométries par morceaux

77 / 105



Theorem (Goetz)

Presque tout point a une orbite périodique. L’induction sur Py est
auto-similaire.

1 < dimy(E) < 2.
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Rotations par morceaux

T:C—C
im0
R L (z+1) Im(z) >0
e™(z—1) Im(z) <0
Demi plan supérieur: Rotation angle w6

Demi plan inférieur: Rotation angle w6
Different centres.
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Angle 7/2: points périodiques.
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Deux rotations de méme angle 6:

Theorem (Boshernitzan-Goetz)

@ Si T n'est pas injective: Attracteur global.

@ Si T n'est pas surjective: Application répulsive globalement.
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Theorem (Goetz-Quas)
o T est bijective: Orbites bornées pour valeur rationelle de 6.

@ Pour un irrationnel 6: Pour tout ensemble A de mesure positive:
presque tout point de A visiteA une infinité de fois.

@ Pour un irrationel 8: Borne inférieure sur densité orbites périodiques:
2
_

3log2 — % )
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Angle 7/3
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Angle 271/5
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Classification

Theorem (Bressaud-Poggiaspalla)

Liste des isométries par morceaux bijectives définies dans un compact.
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Theorem (Hooper 2012)

Il existe une famille d’échange de rectangles non produit d'échanges
d’intervalles qui est renormalisable.

Lien avec le pavage de Truchet.
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Soit A le réseau engendré par (1/2,1/2),(—1/2,1/2). Soit
N = {(1,0),(-1,0),(0,1),(0,—1)} et Y = R?/A. On définit alors
A; =1[0,1/2) x [0,1/2),A; =[0,1/2) x [1/2,1).

Definition

L'échange de rectangles est donné par:

Yag YxN o Y « N
((x,¥),v) = (x+bsa,y+asB) [A]

ouv=_(ab)e Nands e {£1}.
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Problemes ouverts

o Classification
@ Borne sur la complexité
@ Auto induction toujours possible suivant certains criteres 7

@ Isométrie sans point fixe 7 Isométrie avec point orbite dense ?
Isométrie avec orbite non bornée ?
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Definition

Définition similaire a un échange d'intervalles, mais |'application n'est plus
injective.

On définit alors

Q:ﬂT"/.

Definition

L’application est de type fini si T"/ = T"*1/ pour un entier n. Sinon elle
est de type infini. Soit S I'ensemble des translations d'intervalles de type
infini.

Nicolas Bédaride (Université Aix Marseille) Isométries par morceaux 89 / 105



Theorem (Boshernitzan, Kornfeld)

On suppose T irréductible, on a
o Il existe des translations par morceaux de type infini.
e Sidim(Bi,~i) < 3 alors la translation est de type fini.

@ Sinon Q est un ensemble de Cantor. La dynamique sur cet ensemble
est celle d’un sous shift.

N

Theorem (Schmeling-Troubetzkoy)

o Q est une union finie d'intervalles si et seulement si a partir d’'un
certain rang T" est un échange d'intervalles.

@ Si T est de type infini et transitif, alors 2 est un ensemble de Cantor.

v
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Theorem (Bruin-Troubetzkoy)

Si T est transitive, alors elle est minimale.

Soit d la dimension de Hausdorff de Q, alors la mesure de Hausdorff de d
est T invariante sur €.
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Trois intervalles

On pose
U:{(Oé,IB), OSBSQS]-}
0<a<pf+1<1},R=UUL.

L ={(e, B),
Pour («, ) € U on pose
x+a [0,1-a)
Tx)=¢x+8 [1—a,1-0)
x+6-1

Isométries par morceaux
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Graphe de la translation par morceaux.
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On définit I'application G par:
B B—-

«

RN TRy Nl )

A=nN,G7"(U)

Theorem (Bruin-Troubetzkoy)

L'application T est de type infini si et seulement si (c, 3) € A
L’ensemble A est de mesure nulle.

Si (e, B) € A la dynamique sur I'ensemble limite est celle d'un
systéme S-adic.

@ Le nombre de mesures ergodiques est au plus deux.
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Double rotations: Application définie sur I'intervalle unité

xX+a x<c
X+b x>c

Theorem (Bruin-Clack)

L’ensemble S est de mesure nulle pour des translations venant de double
rotation.

Theorem (Volk)
L’ensemble S est de mesure nulle pour des translations de trois intervalles.
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Systeme d'intervalles identifiés

@ Notion voisine de celle de translation d'intervalles.
@ Induction de Rauzy.

@ Travaux de Skripchenko.
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Problemes ouverts

@ Conjecture sur la densité des échanges d'intervalles.
o Complexité.

o Langage.

Nicolas Bédaride (Université Aix Marseille) Isométries par morceaux 97 / 105



Tp Sage

Exercice

On considere I'isométrie par morceaux définie par la rotation par morceaux
d’angle 7 /4:

- e™/*(z4+)1 Im(z) >0
zZ = .
e™*(z—1) Im(z) <0

© Dessiner la partition associée a I'application T".

@ Coder I'orbite d'un point sous cette application en codant par Q sur le
demi plan supérieur et 1 sur le demi plan inférieur.

© Induire I'application sur un céne d’angle /4.

© Recommencer avec /7.

Nicolas Bédaride (Université Aix Marseille) Isométries par morceaux



Exercice

On considére I'application définie sur AU B ou a est un paramétre réel
positif:

A=1[0,1]3,B =[1,1+ a] *[0,1]
(l—i—a—y,x) (X,y)EA

T(X’y):{(x—1,1—y) (x,y) € B

© Pour a rationnel, décrire la partition a I'étape n.
@ Comprendre la dynamique dans ce cas.
© Etudier le cas a = %

@ Induire sur un rectangle bien choisi.
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On considere la rotation d'angle %
© Ecrire une procédure qui dessine I'orbite d’un point.
@ Ecrire une procédure qui donne le codage des n premiers termes de
['orbite d’un point.

© Comparer les orbites de deux points différents.

v

Exercice

- ) o ) 1 2
On considére un échange de trois intervalles de permutation (3 5 ?)

de longueurs
(f v2 3\@)
10’ 5’ SH

© Ecrire une procédure qui dessine I'orbite d’un point.

@ Cette application est elle minimale ?
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Exercice

On considéere un échange de trois intervalles de permutation (; 3 ?)

de longueurs
1 V3 2_\6)
3?37 3

@ Ecrire une procédure qui donne le codage des n premiers termes de
['orbite d’un point.

© Dessiner les graphes de Rauzy d'ordre 2,3, 4 associés a I'orbite d’un
point.

© Ecrire une procédure qui donne I'induit de I'échange d’intervalles sur
un sous intervalle.
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Exercice
On considere un carré
© Ecrire une procédure qui donne I'orbite d’un point pour le billard dual.

© Ecrire une procédure qui donne la partition de T" ou T est
I'application billard dual.

© Donner le codage de I'orbite d’'un point.

© Ecrire une procédure qui donne I'induit de I'application sur un secteur.
v

Exercice

Refaire la méme chose qu’a I'exercice précédent avec

© Un triangle équilatéral.
© Un pentagone régulier.
© Un heptagone régulier.

Q Un trapéze.

N,
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Exercice

Pour le billard dans un carré
© Ecrire une procédure qui donne I'orbite d’un point dans une direction
donnée.
@ Pour un angle fixé a w/4 trouver les points périodiques de période 4,
8.
© Recommencer avec un angle de /8 puis de 7 /5.

v

Exercice

Pour un hexagone régulier codé par trois lettres (les cotés opposés ayant
méme codage)
© Ecrire une procédure qui donne le codage de I'orbite d’un point
@ Donner le premier retour du flot de billard dans une direction donnée
sur une diagonale.
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Exercice

On considere le vecteur (1,/2) et la rotation de T? associée.

(x,y) = (x+ 1,y +V2)

@ Représenter le tore comme le carré [0,1]? et trouver la partition en
quatre rectangles associée a cette rotation.

@ Dessiner I'orbite d'un point sous cette rotation.

© Obtenir le codage et la complexité.

v

Exercice

Pour la méme rotation qu’a I'exercice précédent

© Donner I'échange de trois morceaux associé a cette rotation
@ Coder l'orbite d’un point sous cette rotation.

© Calculer sa complexité.

.

Fxercice
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On consideére la translation par morceaux de Bruin Troubetzkoy
@ Programmer l'orbite d'un point

@ Dessiner des approximations du fractal limite.
© Dessiner des orbites d'un point sous G.

Programme d’une double rotation.

Nicolas Bédaride (Université Aix Marseille)
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