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L’objectif du cours est de décrire les techniques permettant de construire des algorithmes
paramétrés ’efficaces’ en algorithmique de graphes. Tous les problemes étudiés ici auront pour
entrée une instance constituée d’un graphe simple, non-orienté et possiblement d’un parametre, qui
sera un entier positif. On ne s’intéresse qu’aux problémes de décision, c’est-a-dire aux problemes
dont la réponse est OUI ou NON.

1 Introduction

Considérons un probleme IT dont 'instance est constituée d’un graphe G et possiblement d’un

parametre k. On note n le nombre de sommets de G et m son nombre d’arétes, et on considere que
k < n. La taille de l'entrée du probleme II dépend de la fagon dont est codé le graphe G (liste des
arétes, liste des voisins de chaque sommet, matrice d’adjacence...) mais on considérera que la taille
de lentrée, |G|, vaut n + m.
On dit que le probleme II est résoluble en temps polynomial si il existe un polynéome P et un
algorithme A qui réponde au probléme avec un temps d’exécution (ou complezité) en O(P(n))
(c’est-a-dire < ¢.P(n) pour une constante ¢). C’est le cas de nombreux problemes classiques d’al-
gorithmique de graphes tels que CONNEXITE, PLUS-COURT-CHEMIN, COUPLAGE-PARFAIT... (voir [4]
pour les algorithmes usuels). On note P la classe des problémes dont la résolution peut étre fait par
un algorithme polynomial.



1.1 La NP-complétude

La classification des probléemes suivant leur difficulté a étre résolu émerge dans les années 60,
notamment dans un article de J. Edmonds [7] qui fut un des premiers & se demander comment
quantifier la qualité d’un algorithme.

La classe NP. Une certification (positive) pour un probleme II, est un algorithme C prenant en
entrée une instance G de II et un certificat C, qui est une donnée de taille polynomiale en |G|, et
qui répond en temps polynomial en |G| avec la propriété suivante : si G est une instance positive
de II, alors il existe un certificat C tel que C(G,C') retourne OUIL. Une certification négative est
définie de la méme maniére, mais la propriété a vérifier est : si G est une instance négative de II,
alors il existe un certificat C' tel que C(G, C) retourne NON. On note NP (resp. co-NP) ensemble
des problémes qui admettent une certification positive (resp. négative).

La trace d’un algorithme polynomial peut étre acceptée comme un certificat (positif ou négatif),
ainsi, on a l'inclusion P C NP N co-NP. Deux des plus fameuses conjectures de I'informatique
théorique (dues a Cook au début des années 70) concernent ces classes de problémes et sont : est-ce
que P = NP N co-NP? (peut-étre que oui...) est-ce que P = NP? (peut-étre que non...).

Exemple 1: CLIQUE, CHEMIN-HAMILTONIEN sont dans NP.

Réductions polynomiales et problemes NP-complets. Un probleme II; se réduit polynomi-
alement & un probleme IT, si il existe une fonction f : {Instances de II;} — {Instances de II}
calculable en temps polynomial telle que : G est une instance positive de II; si, seulement si, f(G)
est une instance positive de II. La fonction f est appelée une réduction (polynomiale) de 11 & Iy
et on note II; <p Ils.

Un probleme IT de NP est dit NP-complet si tout probleme de NP se réduit a II. Cela signifie que
IT est un des problemes les plus durs de NP.

Théoréeme 1 (Cook, Levin, 1971) SAT est un probléme NP-complet.

Le théoreme précédent est fondateur de la théorie de la complexité et de 'usage de celle-ci en
algorithmique de graphes. Peu apres, en 1972, Karp publia une liste de 21 problémes (tels CLIQUE,
CHEMIN-HAMILTONIEN, COUVERTURE, 3-COLORABLE...) qu’il montra NP-complets en utilisant des
réduction vers SAT. La référence [13] est un ’dictionnaire’ fameux de problemes NP-complets,
complété plus récemment par le site [16].

Exemple 2: COUVERTURE se réduit a STABLE qui se réduit a SAT et donc COUVERTURE
et STABLE sont NP-complet.

1.2 Le théoréeme de Robertson et Seymour

Pour certains problemes paramétrés comme CLIQUE ou COUVERTURE, lorsque le parametre est

fixé (on parle alors de k-CLIQUE ou de k-COUVERTURE), l’algorithme exhaustif fonctionne en temps
polynomial (typiquement O(n*)). Pourtant, on verra que tous les problémes de ce type ne sont pas
équivalent du point de vue de la complexité paramétrée. Une premiere classification a été obtenue
comme un surprenant corollaire d’'un théoréme majeur de théorie des graphes, di & Robertson et
Seymour (voir [5] pour plus de détails).
Un graphe H est dit mineur de G si on peut obtenir H a partir de G en supprimant des sommets,
supprimant des arétes et/ou contractant des arétes. Si H est mineur de G, on note H <,,, G. Une
classe de graphes G est dite close par mineur si pour tout graphe G € G et tout mineur H de G,
ona H eg.

Un ordre est un bel-ordre si tout ses sous-parties ont un nombre fini d’éléments minimaux.

Théoréeme 2 (Robertson, Seymour, 1985 (conjecture de Wagner, 1930)) La classe des graphes
est bel-ordonnée par la relation de mineur.



Par ailleurs, Robertson et Seymour ont aussi montré que si H est un graphe fixé, il est possible
de déterminer en temps O(n?) si H est un mineur de G' ou non. Un corollaire de ces deux résultats
est qu’il est possible de reconnaitre une classe de graphe close par mineurs en temps polynomial.

Exemple 3: Il existe un algorithme en O(f(k)n?) pour résoudre k-COUVERTURE.
Il existe un algorithme polynomial pour résoudre GRAPHE-SANS-ENTRELAT.

1.3 La complexité paramétrée

Les applications algorithmiques du Théoreme de Robertson et Seymour ont été mises en avant
par Fellows et Langston a la fin des années 80 (voir [8]) et la notion d’algorithme FPT a émergé
a cette époque-la. Un probleme II paramétré par un parametre k est dit résoluble a parameétre
fizé (ou FPT pour fixed parameter tractable) si il admet un algorithme de résolution de complexité
O(f(k).n®) ou ¢ est une constante fixée indépendante de k et f une fonction quelconque.

Exemple 4: il existe un algorithme en O(2¥n) pour résoudre k-COUVERTURE.
k-COLORATION n’est pas FPT.
3-COLORATION paramétré par le nombre d’arétes du graphe est FPT.

2 Techniques classiques pour construire des algorithmes FPT

Les techniques suivantes ont émergé au cours des années 90 et 2000 et sont décrites dans les
livres classiques de complexité paramétré (voir [6], [9] et [15] ou [17] pour des documents en ligne).
Par ailleurs, & la maniéres des recueils de problémes NP-complets [13] et [16], une liste des problémes
FPT est dressée sur le site [10].

2.1 Arbres de branchement

La méthode la plus générale probablement pour construire un algorithme FPT est de constru-
ire un algorithme de branchement. Un tel algorithme fonctionne en deux parties : exploration de
Pespace de recherche par un algorithme exhaustif (on obtient un arbre de branchement qui mime
le comportement de l’algorithme) puis vérification pour chaque possibilité obtenue (correspondant
aux feuilles de 'arbre) si une solution au probléme est obtenue.

Pour réduire la complexité de ’algorithme, on cherche généralement a réduire le nombre de feuilles
de larbre de recherche (en limitant le degré de branchement et/ou la profondeur).

Exemple 5: I existe un algorithme en O(1.47%n) pour résoudre k-COUVERTURE.

2.2 Décompositions arborescentes

Pour résoudre la conjecture de Wagner en 1985, Robertson et Seymour ont introduit un invariant
qui mesurent une forme d’arboricité d’un graphe. Pour un graphe G = (V, E), une décomposition
arborescente de G est donnée par un arbre 7" et une famille (B, )zev (1) de sous-ensembles de V' tels
que U,ev 1y Ba = V(G) et

- pour tout aréte e = uv de G, il existe une partie B, contenant u et v.

- pour tout sommet u de G, si u € B, et u € By, alors u € B, pour tout sommet z sur le chemin

de r a y dans T.

La largeur de la décomposition (7', (Bz)zev (1)) est max{|B;| : x € V(T)} — 1. La largeur arbores-
cente (ou tree-width) de G, notée tw(G), est la plus petite largeur d’une décomposition arborescente
de G.

Calculer la largeur arborescente d’un graphe est un probleme NP-complet. Comme la famille des
graphes de largeur arborescente plus petite que k est close par mineur, il existe un algorithme FPT
pour résoudre 'TW< k 7’. Cet algorithme n’est pas implémentable, mais il existe des algorithmes
plus efficaces (exponentiels (Reed 92), polynomial d’approximation & un facteur log n pres (Boadlen-
der 96), FPT en tw d’approximation & un facteur 4 pres (Diestel 99) voir notamment [14] pour ce



dernier). En pratique, la largeur arborescente d’un graphe reste trés dur & calculer.

Toutefois, si on dispose d’'une décomposition arborescente de largeur ¢, de nombreux problémes
peuvent étre traités en temps O(f(¢)n) grace a de la programmation dynamique le long de la
décomposition du graphe.

Exemple 6: I existe un algorithme en O(4*t*n) pour résoudre STABLE-PONDERE sur les graphes
de largeur arborescente inférieure ou égale a t.

Cette technique a été généralisée et formalisée par Courcelles en 1992. Une propriété de graphe
est exprimable en logique monadique du second ordre si on peut ’écrire avec des variables pour
les arétes, les sommets, les ensembles de sommets et d’arétes, les connecteurs logiques A, V, —, les
quantificateurs 3, V appliqués au variables, et cing relations binaires codant ’appartenance a un
ensemble (sommets ou arétes), 'adjacence entre deux sommets, 'incidence entre un sommet et une
aréte et ’égalité entre variables.

Théoréme 3 (Courcelles, 1992) Tout propriété de graphe exprimable en logique monadique du
second ordre peut étre décider en temps FPT avec pour paramétre la largeur arborescente.

Exemple 7: I'existence d’un cycle hamiltonien est exprimable en logique monadique du
second ordre.

2.3 ’Color coding’

La technique de ’color coding’ a été introduite par Alon, Yuster et Zwick en 1995 (voir [1]).
Cette technique est utilisée lorsqu’on cherche une sous-structure H de taille k£ dans un graphe. Le
principe est d’améliorer ’algorithme de recherche exhaustif, qui fonctionne en O(n*), pour obtenir
un algorithme FPT de parametre k. Pour ¢a, on considére une coloration (pas forcément propre)
des sommets de l'instance G en k-couleurs et on cherche une copie de H qui utilise une couleur
différente pour chacun de ses sommets. Ce probleme est plus simple que 'original et, trés souvent,
de la programmation dynamique permet d’obtenir un algorithme FPT pour ce probleme. Ensuite,
pour étre sur de trouver la copie cherchée de H, il faudrait pouvoir générer toutes les colorations
des sommets de G en k couleurs. A priori, il y en a n* et on ne gagne par rapport a I'algorithme
exhaustif. Cependant, Alon, Yuster et Zwick ont montré que si on prend des colorations au hasard,
on n’est pas obligé d’en considérer beaucoup, ou de fagon plus déterministe, qu’on peut utiliser des
colorations particulieres ('k-perfect family of hash functions’) introduites par Schmidt and Siegal
en 1990. Une telle famille de colorations est de taille 20 log2 n et a la propriété que pour tout
ensemble X de sommets de G de taille k, il existe une coloration ¢ de la famille telle que tous les
éléments de X ont une couleur différente par c¢. Ainsi, on obtient I’algorithme FPT voulu.

Exemple 8: le probléme k-CHEMIN de parametre k admet un algorithme FPT.

2.4 Compression itérative

La compression itérative est une technique popularisée par un article de Reed, Smith et Vetta
de 2004 (voir [18]) dans lequel les auteurs utilisent cette technique pour déterminer si un graphe G
posseéde un ensemble de sommets X tel que G \ X soit un graphe biparti. Il donne un algorithme
FPT de parametre |X| pour ce probléme connu sous le nom de ODD-CYCLE-TRANSVERSAL.
Le principe de cette technique est tres simple et il fonctionne pour des problemes dans lesquels on
cherche dans un graphe G si il existe un ensemble X de k sommets de G possédant une certaine
propriété P s’exprimant sur G \ X. L’étape itérative de cette méthode, dite compression, est :
étant donnée un ensemble X de k + 1 sommets de G vérifiant P, peut trouver un ensemble X’ de
k sommets de G vérifiant P grace a un algorithme FPT en k. Le corps de 'algorithme consiste
ensuite & considérer un graphe G’ réduit & un sommet z de G et un ensemble solution X pour G’
(bien souvent X = {x}), puis d’ajouter un-a-un les autres sommets de G & G’ en compressant X si
besoin pour qu’il reste toujours une solution pour G'.

Exemple 9: le probleme 'k-FEEDBACK-VERTEX-SET’ de parametre k admet un algorithme FPT.



2.5 Noyaux

L’idée principal de la construction d’un noyau est de partir d’une instance G d’un probleme
paramétrée II de parametre &k et d’obtenir une instance G’ équivalente & G et de taille bornée par
une fonction de k. On résout ensuite le probleme IT exhaustivement sur G’. Cette technique date
du début de la théorie de la complexité paramétrée (début des années 1990) mais a été formalisée
plus tard. Plus formellement, un algorithme de noyau pour un probléme Il paramétré par k est une
fonction calculable en temps polynomiale, qui prend en entrée un graphe G et un entier k, produit
un graphe G’ et un entier &’ et tel qu’il existe une fonction h vérifiant :

(i) (G, k) est un instance positive de II si et seulement (G’, k') en est une

(i) |G'| < h(k) et K <k
On dit alors que G’ est un noyau de taille h(k) pour II et que IT admet un noyau de taille h(k).
Généralement, un algorithme & noyau est formé d’une succession de sous-algorithmes appelés des
regles de réduction.

En fait, avoir un algorithme de noyau ou un algorithme FPT est équivalent.

L’étude des problemes paramétrés admettant un noyau polynomial a connu un développement
rapide ses derniéres années, voir [6] pour plus de précision. De plus, les régles de réduction forment
des algorithmes de pré-traitement valables d’un point de vue théorique et qui sont tres efficaces en
pratique.

Théoréme 4 (Folklore) Un probléme paramétré admet un algorithme de résolution FPT si, et
seulement si, il admet un algorithme de noyau.

Cependant, par défaut, la taille du noyau fourni par ce théoréme est exponentiel en k, le but étant
d’obtenir un noyau de taille la plus petite possible. Typiquement, une question courante est de
savoir si un probléme paramétré par un parametre k posseéde un noyau polynomial en k.

Exemple 10: k-COUVERTURE admet un noyau contenant O(k?) sommets.
3-COLORATION paramétrée par la taille d’une couverture admet un noyau de taille ¢ + 3.
k-COUVERTURE admet un noyau contenant O(k) sommets.

3 Compléments

Parmi les développements récents de la théorie des algorithmes FPT, on trouve les points suivant
(détaillés pour la plupart dans [6]).

Choix des parameétres. Lorsqu’un probléme paramétré par un invariant & admet un algo-

rithme de résolution FPT, il est naturel de chercher un tel algorithme pour un parameétre k’ vérifiant
k' < k. Par exemple, si un algorithme admet un algorithme FPT pour un probleme paramétré par
la taille d’une couverture, en admet-il un pour le méme probleme paramétré par la taille d’un
"feedback-vertex-set’ ?
Les parameétres les plus utilisés sont : la taille de la solution (ex : k-COUVERTURE, k-CHEMIN...),
un parameétre de largeur (ex :tw), un parametre structurel (ex : nombre d’arétes, taille d’'une cou-
verture...), la distance & un classe de graphe simple (taille d’'un ensemble X tel que G\ X soit un
stable, un biparti...) et parameétre au-dela de la garantie. Ce dernier type de parametre correspond
au cas ou il est facile de trouver une borne inférieure a la taille de la solution. Le parametre est
alors la différence entre la taille de la solution et la borne inférieure connue.

Exemple 11: k-COUVERTURE-AU-DESSUS-DE-LA-GARANTIE. La question est : existe-il une
couverture de G de taille u + k ou p est la taille d’'un coulage maximum de G.

Réduction paramétrée et W-hiérarchie. Une réduction paramétrée est I’équivalent d’une
réduction polynomiale pour les problemes paramétrés. Pour passer d'une instance (G1,k1) & une
instance (Ga, k2), on demande que le temps de la réduction soit en f(ki)n§ et que ko = g(k1) pour
des fonctions f et g et une constante c. Un équivalent de la hiérarchie P C NP est établi pour les



problémes & parametres. On définit notamment la classe W/[1] et les problemes W1]-difficiles. La
conjecture FPT# W1] est I’équivalent de P # N P.

Exemple 12: k-STABLE est W[1]-difficile. Ainsi, k-STABLE et k-COUVERTURE ne sont pas équivalents
du point de vue de la complexité paramétrée.

Non-existence de noyau polynomial. Des théoremes ont été établis pour montrer que cer-
tains problemes n’admettaient pas de noyau polynomial. Un algorithme de composition est un
algorithme recevant en entrée une séquence d’instances (Gi,k),..., (G, k) pour un probleme II,
s’exécutant en temps polynomial en 2221 |G;| + k et retournant une instance (G, k') de II telle
que (G, k') est une instance positive de IT si, et seulement si, il existe i tel que (G, k) est une
instance positive de IT et k' est polynomial en k. Sous une hypothese de complexité raisonnable
(NP C coNP/P) aucun probléme paramétré ayant un noyau polynomial ne possede un algorithme
de composition.

Exemple 13: k-CHEMIN n’admet de noyau polynomial.
TW< k ? n’admet pas de noyau polynomial.

Autres développements récents. Les méta-heuristiques sont des algorithmes génériques d’ex-
istence de noyau polynomial pour certains problémes paramétrés. C’est une forme de pendant du
Théoreme de Robertson et Seymour ou du Théoreme de Courcelles en complexité paramétrée. Voir
larticle [2].

Sous une certaine hypothese de complexité ('unique game conjecture, UGC), il est possible de mon-
trer que certains problémes paramétrés n’admettent pas de noyau de taille inférieure & une certaine
constante.

Exemple 14: Sous UGC, k-COUVERTURE n’admet de noyau de taille (2 — €)k pour un
certain € > 0.

4 Problémes ouverts

Le site [11] contient de nombreuses actualités sur les derniers développements concernant les
algorithmes FPT, et notamment une table [12] des meilleurs algorithmes FPT et noyaux de plus
petite taille connus pour certains problemes. Par exemple, on peut mentionner les problemes ouverts
suivants.

Un noyau pour ODD-CYCLE-TRANSVERSAL. Le probléme ODD-CYCLE-TRANSVERSAL paramétré
par k demande si il existe, dans un graphe G un ensemble d’au plus k sommets tels que G\ X soit
un graphe biparti. On a vu un algorithme FPT pour ce probleme, mais aucun noyau polynomial
ou preuve de la non-existence d’un tel noyau n’est connu.

Un meilleur algorithme FPT pour k-CHEMIN. Existe-il un algorithme FPT pour le probleme
k-CHEMIN qui fonctionne en temps O(f(k)n°) avec f(k) = O((4 — €)*) pour un certain ¢ > 0?

Un noyau polynomial pour INTERVALLE-COMPLETION. Un graphe d’intervalles est un graphe
dont les sommets sont des intervalles de la droite réelle et tel que deux sommets sont adjacents si les
deux intervalles correspondants s’intersectent. Le probléme INTERVALLE-COMPLETION de parametre
k demande si on peut ajouter au plus k arétes a un graphe G pour en faire un graphe d’intervalles
ou non. Un algorithme FPT est connu pour ce probleme, mais I'existence d’un noyau polynomial
est ouverte.

Un meilleur noyau pour 3-HITTING-SET. Un hypergraphe 3-uniforme H est formé d’un ensem-
ble fini de sommets V et d’'un ensemble d’hyperarétes A qui sont des triplets de V. Une couverture
de H est un sous ensemble de V' qui intersecte toutes les arétes de H. Il s’agit d’une généralisation



d’une couverture d’un graphe. Le probleme 3-HITTING-SET paramétré par k demande si un hyper-
graphe posséde ou non une couverture contenant au plus & sommets. Un noyau de taille O(k?) est
connu pour ce probleme. La question de I'existence d’un noyau de taille O(k?~€) pour un certain
€ > 0 est ouvertes. Une réponse a cette question utiliserait probablement des outils non encore
développés aujourd’hui.

A Annexe : Quelques définitions de théorie des graphes

Pour de bons livres de référence en théorie des graphes, voir [3] ou [5].

Définitions de base. Pour un ensemble fini X, on note par [X]? I'ensemble des sous-ensembles
de taille 2 de X. Un graphe G est une paire (V(G), E(G)) qui consiste en un ensemble V(G), appelé
ensemble des sommets de G, et un ensemble E(G) C [V(G)]?, appelé I'ensemble des arétes de G.
Classiquement, on note n = |V(G)| et m = |E(G)|. Pour simplifier les notations, on note uv la paire
non-ordonnée {u,v} de E(G). Deux sommets distincts = et y qui appartiennent & une méme aréte
e sont dits adjacents, x et y sont les extrémités de e et x et y sont adjacents.

L’ensemble des sommets qui sont adjacents & un sommet x est appelé le voisinage de x et est noté
N¢g(x). Ainsi, les sommets de Ng(x) sont appelés les voisins de x. Le degré d’un sommet x, noté
dg(z), est le cardinal de Ng(z). La matrice d’adjacence d’un graphe G est la matrice Ag définie
sur V(G) x V(G) par A, ) = 1si 2y € E(G) et 0 sinon.

Un graphe H = (V(H),E(H)) est un sous-graphe de G = (V(G),E(G)) si V(H) C V(G) et
E(H) CV(G). Si H est un sous-graphe de G avec V(H) = V(G), on dit que H est un sous-graphe
couvrant de G. Et si H est un sous-graphe de G avec E(H) = E(G)N[V (H)]?, on dit que H est un
sous-graphe induit de G. Pour X un sous-ensemble de V(G), le graphe induit par G sur X, noté par
G[X], est le graphe induit de G qui a X comme ensemble de sommets. On note aussi par G\ X le
sous-graphe induit par G sur V(G) \ X. Et, si F' est un sous-ensemble de E(G), on note par G — F'
le sous-graphe de G d’ensemble de sommets V(G) et d’ensemble d’arétes E(G) \ F. Finalement,
un graphe G est isomorphe & un graphe H si il existe une bijection f : V(G) — V(H) telle que
zy € E(G) si, et seulement si, f(z)f(y) € E(H).

Quelques graphes particulier. Le graphe complet sur n sommets, noté par K,, est le graphe
d’ensemble de sommets V(K,) = {vi,...,v,}, et d’ensemble d’arétes [V (K,)]?>. Une clique d'un
graphe G est un sous-ensemble de V(G) qui induit un graphe complet sur G. De fagon similaire,
le graphe vide sur n sommets (qui n’est pas totalement vide...) est le graphe sur n sommets sans
aréte. Un stable ou ensemble indépendant est un sous-ensemble de V(G) qui induit un graphe
vide sur G. Le graphe chemin sur k sommets, noté par Py, est le graphe d’ensemble de sommets
V(Pg) = {v1,...,vx}, et d’ensemble d’arétes {v;v;11 : ¢ =1,...,k—1}. Les sommets v; et vj sont
appelés les extrémités de Py. Un chemin d’un graphe G est un sous-graphe de G qui est isomorphe
a un graphe chemin. Un graphe cycle sur k sommets, noté par Cj est le graphe sur les sommets
{v1,...,v;} dont les arétes sont {v;v;y1 : i =1,...,k — 1} U{v1vr}. Un cycle d'un graphe G est
un sous-graphe de G qui est isomorphe & un graphe cycle. Parfois, on parle de k-cycle pour préciser
que le cycle considéré a k sommets. Un graphe hamiltonien est un graphe qui a un cycle couvrant.
Un graphe acyclique est un graphe sans cycle. Pour finir, un couplage est un graphe dont les arétes
sont deux-a-deux disjointes.

Maintenant, & l'aide de ces graphes particuliers, on peut définir quelques propriétés sur les
graphes. Un graphe est conneze si pour toute paire, x et y, de ses sommets il existe un chemin
d’extrémités x et y. Un arbre est un graphe connexe sans cycle. Il est bien connu qu'un graphe est
connexe si, et seulement si, il contient un arbre couvrant. Un graphe est bipart: si son ensemble de
sommets peut se partitionner en deux stables. Enfin, le graphe biparti complet, K, ,, est le graphe
de sommets {v1,...,vp,w1,..., w4} et d’arétes {v;w; : i=1,...,pand j=1,...,¢}.

Quelques invariants de graphes. La stabilité d'un graphe G, notée a(G), est la taille d’un



plus grand stable de G. De méme, le nombre de cligue d'un graphe G, notée w(G), est la taille d’une
plus grande clique de G. Une k-coloration (propre) d'un graphe G est une fonction ¢ de V(G) vers
Pensemble {1,...,k} tel que, si xy est une aréte de G, alors ¢(z) # ¢(y). De maniere équivalente,
une k-coloration de G est une partition de son ensemble de sommets en k stables. Le nombre
chromatique de G, noté x(G) est le nombre k£ minimum pour lequel G admet une k-coloration.
Les graphes bipartis sont exactement les graphes G vérifiant x(G) < 2. Par ailleurs, les sommets
d’une clique de G doivent tous avoir une couleur différentes dans une coloration de G et on a donc
w(G) < x(G).
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